
1 Çàäà÷è ïî êîëüöó öåëûõ ÷èñåë
1.1 Äåëèìîñòü, äåëåíèå ñ îñòàòêîì, ÍÎÊ è ÍÎÄ

Çàäà÷à 1.1 Äîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáîì öåëîì k > 1 è ëþáîì n ∈ N
÷èñëî a ∈ 0, kn − 1 ìîæíî îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèòü â âèäå

a = a0 + a1k + a2k
2 + . . . + an−1k

n−1, ãäå ai ∈ 0, k − 1.

Çàäà÷à 1.2 Îáîçíà÷èì rm(c) îñòàòîê îò äåëåíèÿ öåëîãî ÷èñëà c íà m.
Äîêàçàòü, ÷òî åñëè rm(a) = rm(b), òî (a, m) = (b,m).

Çàäà÷à 1.3 Äîêàçàòü ðàâåíñòâî (a1, . . . , an, b1, . . . , bn) = ((a1, b1), . . . , (an, bn)).
Çàäà÷à 1.4[*] Åñëè (a1, . . . , an, b) = d, òî ñóùåñòâóþò òàêèå c2, . . . , cn,

÷òî (a1 + c2a2 + . . . + cnan, b) = d.
Çàäà÷à 1.5 Ïóñòü n ≤ 2 è a1, . . . , an � ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà,

à bi = a1a2...an
ai

. Äîêàçàòü, ÷òî (b1, . . . , bn) = 1.
Çàäà÷à 1.6 Â ñêîëüêèõ âàðèàíòàõ ìîæíî âîññòàíîâèòü ïàðó íàòóðàëü-

íûõ ÷èñåë a, b ïî èõ ÍÎÄ è ÍÎÊ?
Çàäà÷à 1.7 Ïóñòü n ≤ 2, a1, . . . , an íåðàâíûå íóëþ öåëûå ÷èñëà, d ∈ N.

Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:
à) (a1, . . . , an) = d;
á) äëÿ ÷èñåë a1, . . . , an ÷èñëî d ÿâëÿåòñÿ îáùèì äåëèòåëåì âèäà U1a1+

. . . + Unan, ãäå U1, . . . , Un ∈ Z.
â) d � íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî âèäà U1a1 + . . . + Unan.
ã) d � ìàêñèìàëüíûé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë a1, . . . , an.
Çàäà÷à 1.8 Äëÿ ëþáûõ ÷èñåë a ∈ Z, m,n ∈ N ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

(am − 1, an − 1) = a(m,n) − 1.

Çàäà÷à 1.9[*] Ïóñòü a1, . . . , an ∈ N, (a1, . . . , an) = d, M = {U1a1 + . . .+
Unan|U1, . . . , Un ∈ N0}. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå q ∈ N, ÷òî âñå
íàòóðàëüíûå ÷èñëà, êðàòíûå d è áîëüøèå èëè ðàâíûå qd, ïðèíàäëåæàò
M .

Çàäà÷à 1.10 Äîêàçàòü ðàâåíñòâà:

rm(rm(a) + rm(b)) = rm(a + b); rm(rm(a) · rm(b)) = rm(a · b).
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1.2 Ïðîñòûå ÷èñëà, îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè

Çàäà÷à 2.1 Ìîæåò ëè ÷èñëî n! îêàí÷èâàòüñÿ ðîâíî íà 5 íóëåé?
Çàäà÷à 2.2 Íà ñêîëüêî íóëåé îêàí÷èâàåòñÿ ÷èñëî 100!
Çàäà÷à 2.3 Åñëè ÷èñëî n èìååò íå÷åòíîå êîëè÷åñòâî äåëèòåëåé, òî

îíî íå ìîæåò ÿâëÿòüñÿ êâàäðàòîì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.
Çàäà÷à 2.4 Äàíî: 56a = 65b. Äîêàçàòü, ÷òî a + b � ñîñòàâíîå ÷èñëî.
Çàäà÷à 2.5 Ðåøèòü â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèÿ:
a) x2 − y2 = 31; b)x2 − y2 = 303.
Çàäà÷à 2.6 Äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî n, áîëüøåå åäèíèöû, äåëèò ÷èñëî

(n− 1)! + 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n � ïðîñòîå.
Çàäà÷à 2.7 Äàíî: p è p2 + 2 � ïðîñòûå ÷èñëà. Äîêàçàòü, ÷òî p3 + 2 �

ïðîñòîå ÷èñëî.
Çàäà÷à 2.8 Äàíî: x2 + y2 = z2. Äîêàçàòü, ÷òî xy äåëèòñÿ íà 12.
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