
1 Ïîäêîëüöà è èäåàëû
Çàäà÷à 1.1. Äîêàæèòå, ÷òî ïîäêîëüöà êîëüöà âû÷åòîâ Zm èìåþò âèä dZm, ãäå
d | m, 1 ≤ d ≤ m. Âñå îíè ÿâëÿþòñÿ èäåàëàìè.

Çàäà÷à 1.2. (à) Ìíîæåñòâà âåðõíåòðåóãîëüíûõ, äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö ÿâëÿþò-
ñÿ ïîäêîëüöàìè êîëüöà Rn,n êâàäðàòíûõ ìàòðèö íàä êîëüöîì R. Ýòè ïîäêîëüöà
íå ÿâëÿþòñÿ èäåàëàìè.

(á) Â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ R[x] íàä êîììóòàòèâíûì êîëüöîì R ìíîæåñòâî R
è ìíîæåñòâî R[x2] = {G(x2) : G(x) ∈ R[x]} âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ, ñîäåðæàùèõ ëèøü
÷åòíûå ñòåïåíè ïåðåìåííîé x, îáðàçóþò ïîäêîëüöà êîëüöà R[x], íå ÿâëÿþùèåñÿ
èäåàëàìè.

Çàäà÷à 1.3. Äîêàæèòå, ÷òî (à) êîëüöî Pn,n ïðîñòîå;
(á) êîììóòàòèâíîå êîëüöî R 6= 0 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà îíî � ïîëå èëè êîëüöî ïðîñòîãî ïîðÿäêà ñ íåíóëåâûì óìíîæåíèåì;
(â) êîììóòàòèâíîå êîëüöî R ñ åäèíèöåé ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà R � ïîëå.

Çàäà÷à 1.4. Ìîæåò ëè ïîëå ñîäåðæàòü ñîáñòâåííûå ïîäêîëüöà? Ðàññìîòðèòå
èçâåñòíûå âàì ïðèìåðû êîíå÷íûõ è áåñêîíå÷íûõ ïîëåé. Âñåãäà ëè ïîäêîëüöî
ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëåì?

Çàäà÷à 1.5. (à) Åñëè èäåàë I ñîäåðæèò îáðàòèìûé ýëåìåíò, òî I = R. Òàêèì
îáðàçîì, ñîáñòâåííûé èäåàë ñîäåðæèò òîëüêî íåîáðàòèìûå ýëåìåíòû êîëüöà.

(á) Ñóùåñòâóþò êîëüöà, â êîòîðûõ ìíîæåñòâî âñåõ íåîáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ
îáðàçóþò èäåàë. Òàêèå êîëüöà íàçûâàþòñÿ ëîêàëüíûìè. Âûÿñíèòå, ïðè êàêèõ
m êîëüöî âû÷åòîâ Zm ëîêàëüíî.

Çàäà÷à 1.6. (à) Â êîëüöå Z íàéäèòå ñóììó è ïåðåñå÷åíèå èäåàëîâ 2Z è 3Z;
èäåàëîâ 6Z è 8Z.

(á) Ïóñòü a1, ..., ak ∈ Z. Äîêàæèòå, ÷òî a1Z+ ...+akZ = dZ ãäå d = (a1, ..., ak)
� íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë a1, ..., ak.

(â) Â óñëîâèÿõ ï. (á) äîêàæèòå, ÷òî a1Z ∩ ... ∩ akZ = mZ ãäå m = [a1, ..., ak]
� íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ÷èñåë a1, ..., ak.

Çàäà÷à 1.7. Äîêàæèòå, ÷òî îòíîøåíèå �áûòü ïîäêîëüöîì� ÿâëÿåòñÿ òðàíçè-
òèâíûì, à îòíîøåíèå �áûòü èäåàëîì� � íåò. (Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîñëåäíåãî
ðàññìîòðèòå öåïî÷êó ïîäêîëåö 2Z4 ⊆ 2Z4[x] ⊆ Z4[x].)

Çàäà÷à 1.8. Ïóñòü a1, ..., ak ∈ R. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
(à) Åñëè R = Z, òî (a1, ..., ak)R = (d)R, ãäå d = (a1, ..., ak) � íàèáîëüøèé

îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë a1, ..., ak.
(á) Åñëè R = Zm, òî (a1, ..., ak)R = (d)R, ãäå d = (a1, ..., ak,m).
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Çàäà÷à 1.9. Äîêàæèòå, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî ìíîæåñòâà ïîäêîëåö êîëüöà R
ÿâëÿåòñÿ ïîäêîëüöîì. Âåðíî ëè, ÷òî ñóììà äâóõ ïîäêîëåö ÿâëÿåòñÿ ïîäêîëü-
öîì?

Çàäà÷à 1.10. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè R � ïðîèçâîëüíîå (íå îáÿçàòåëüíî êîììó-
òàòèâíîå) êîëüöî ñ åäèíèöåé, òî

(S)R = {r1s1r
′
1 + ... + rkskr

′
k : si ∈ S, ri, r

′
i ∈ R, k ∈ N}.

Çàäà÷à 1.11. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè R � êîëüöî ñ åäèíèöåé è S ⊆ R, òî 〈S〉 ⊆
(S)R. Ïðèâåäèòå ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî îáðàòíîå âêëþ÷åíèå íå âñåãäà
âåðíî.

Çàäà÷à 1.12. Äîêàæèòå àíàëîã çàäà÷è 1.8 äëÿ êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì:
åñëè f1(x), ..., fk(x) ∈ P [x], òî (f1(x), ..., fk(x)) = (d(x)), ãäå d = (f1(x), ..., fk(x))
� íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíîâ f1(x), ..., fk(x).

Çàäà÷à 1.13. (à) Âñå êîëüöà âû÷åòîâ Zm ÿâëÿþòñÿ êîëüöàìè ãëàâíûõ èäåàëîâ.
(á) Â êîëüöå P [x, y] ìíîãî÷ëåíîâ îò äâóõ ïåðåìåííûõ íàä ïîëåì P ìíî-

ãî÷ëåíû ñ íóëåâûì ñâîáîäíûì ÷ëåíîì îáðàçóþò èäåàë. Ýòîò èäåàë ïîðîæäåí
äâóìÿ ýëåìåíòàìè (x, y) è íå ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì. Òàêèì îáðàçîì, êîëüöî P [x, y]
íå ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ãëàâíûõ èäåàëîâ.

(â) Â êîëüöå Z4[x] èäåàë (2, x), ïîðîæäåííûé ìíîæåñòâîì S = {2, x}, íå
ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì. Ñëåäîâàòåëüíî, êîëüöî Z4[x] íå ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ãëàâíûõ
èäåàëîâ.

Çàäà÷à 1.14. (à) Â êîíå÷íîì êîëüöå ñ åäèíèöåé ëþáîé íåíóëåâîé ýëåìåíò ëèáî
ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ, ëèáî îáðàòèì.

(á) Êîíå÷íîå êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé ÿâëÿåòñÿ ïîëåì òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà â íåì íåò äåëèòåëåé íóëÿ.

2 Ôàêòîðêîëüöà
Çàäà÷à 2.1. (à) Ïðîâåðüòå, ÷òî îïåðàöèè íà ôàêòîðêîëüöå çàäàíû êîððåêòíî,
ò. å. èõ ðåçóëüòàò íå çàâèñèò îò ïðåäñòàâèòåëåé êëàññîâ.

(á) Âûïîëíèòå ïðîâåðêó àêñèîì êîëüöà â ôàêòîðêîëüöå (R/I, +, ·).
(â) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè êîëüöî R êîììóòàòèâíî (ñîäåðæèò åäèíèöó e), òî

ôàêòîðêîëüöî R/I ïî ëþáîìó èäåàëó I òàêæå êîììóòàòèâíî (ñîäåðæèò åäèíèöó
[e]I).

(ã) Îïèøèòå ôàêòîðêîëüöà êîëüöà R ïî íåñîáñòâåííûì èäåàëàì 0 è R.

Çàäà÷à 2.2. (à) Âûïèøèòå òàáëèöû ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ â ïîëå Z2[x]/(x2 +
x + e).

(á) Ïîñòðîéòå ïîëÿ èç 8, 9 è 16 ýëåìåíòîâ.
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Çàäà÷à 2.3. Ïîëüçóÿñü ðàâåíñòâîì ??, ïåðå÷èñëèòå ýëåìåíòû ïîëÿ R[x]/(x2 +
1). Âûÿñíèòå, êàê ñêëàäûâàþòñÿ è óìíîæàþòñÿ ýëåìåíòû â ýòîì ïîëå. Óñòàíî-
âèòå èçîìîðôèçì ìåæäó ïîëåì R[x]/(x2 + 1) è ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë
mathbbC.
Çàäà÷à 2.4. Ïóñòü ìíîãî÷ëåí f(x) íàä ïîëåì P èìååò êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæå-
íèå f(x) = f1(x)k1 ...fs(x)ks . Îïèøèòå âñå äåëèòåëè íóëÿ è âñå íèëüïîòåíòíûå
ýëåìåíòû êîëüöà P [x]/f(x). (Ýëåìåíò a êîëüöà R íàçûâàåòñÿ íèëüïîòåíòíûì,
åñëè an = 0 ïðè íåêîòîðîì n ∈ N.)

3 Ãîìîìîðôèçìû êîëåö
Çàäà÷à 3.1. Ïóñòü φ : R → S � ãîìîìîðôèçì êîëåö, a ∈ R.

(à) Äîêàæèòå, ÷òî ãîìîìîðôíûé îáðàç φ(R) êîëüöà R ÿâëÿåòñÿ ïîäêîëüöîì
â S.

(á) Åñëè R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî (êîëüöî ñ åäèíèöåé e), òî φ(R) � êîì-
ìóòàòèâíîå êîëüöî (êîëüöî ñ åäèíèöåé φ(e)).

(â) Âåðíî ëè, ÷òî åñëè ýëåìåíò a îáðàòèì, òî ýëåìåíò φ(a) îáðàòèì? Âåðíî
ëè îáðàòíîå óòâåðæäåíèå?

(ã) Âåðíî ëè, ÷òî åñëè ýëåìåíò a ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ, òî ýëåìåíò φ(a)
ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ? Âåðíî ëè îáðàòíîå óòâåðæäåíèå?
Çàäà÷à 3.2. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ìîíîìîðôèçìà φ : R → R[x] è ýïèìîðôèçìà
φ : R[x] → R. Íàéäèòå ÿäðà ýòèõ ãîìîìîðôèçìîâ. Ìîæíî ëè ïðèâåñòè ïðèìåð
ýïèìîðôèçìà κ : R[x] → R, îòëè÷íîãî îò ψ?
Çàäà÷à 3.3. (à) Ïóñòü m ∈ N, d | m, 1 ≤ d ≤ m. Äîêàæèòå, ÷òî Zm/dZm

∼= Zd.
(á) Ïóñòü P � ïîëå, f(x), g(x) ∈ P [x], g(x) | f(x), è R = P [x]/f(x) � êîëüöî

âû÷åòîâ ïî ìíîãî÷ëåíó f(x). Äîêàæèòå, ÷òî I = ([g(x)]f(x))R = [g(x)]f(x)R �
èäåàë êîëüöà R, è ÷òî R/I ∼= P [x]/g(x).
Çàäà÷à 3.4. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå êîëüöåâûå àíàëîãè òåîðåìû îá îáðà-
çàõ è ïðîîáðàçàõ, òåîðåìû î ñîîòâåòñòâèè, 1 è 2 òåîðåì îá èçîìîðôèçìå äëÿ
ãðóïï è èõ ñëåäñòâèÿ (îäíà òåîðåìà è åå ñëåäñòâèÿ íà âûáîð).

4 Ðàçëîæåíèå êîëåö âû÷åòîâ
Çàäà÷à 4.1. (à) Äîêàçàòü, ÷òî êîëüöî Z íåðàçëîæèìî.

(á) Äîêàçàòü, ÷òî êîëüöî Zpk , ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî, k ∈ N, íåðàçëîæèìî.
Çàäà÷à 4.2. (à) Ïóñòü R = I1+̇...+̇It � ðàçëîæåíèå êîëüöà R â ïðÿìóþ ñóììó
èäåàëîâ. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè R � êîëüöî ñ åäèíèöåé e, òî I1, ..., It � êîëüöà ñ
åäèíèöàìè e1, ..., et, ïðè÷åì e1 + ... + et = e.

(á) Îïèøèòå ÿâíî ýëåìåíòû e1, ..., et â ñëó÷àå, êîãäà R = Zm, ãäå m =
pk1

1 ...pkt
t .
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Çàäà÷à 4.3. Íàéäèòå êîìïîíåíòû ýëåìåíòîâ 50, 51 ∈ Z120.

Çàäà÷à 4.4. Åñëè R = R1⊕ ...⊕Rt, òî äëÿ ëþáîãî s ∈ 1, t â êîëüöå R ñóùåñòâó-
åò èäåàë, ÿâëÿþùèéñÿ êîëüöîì, èçîìîðôíûì êîëüöó Rs. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû,
êîãäà òàêîé èäåàë îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî è íåîäíîçíà÷íî.

Çàäà÷à 4.5. (à) Ïîñòðîèòü â ÿâíîì âèäå èçîìîðôèçì ψ : Z/m1⊕Z/m2 → Z/m
îáðàòíûé ê èçîìîðôèçìó φ : Z/m → Z/m1 ⊕ Z/m2, φ([a]m) = ([a]m1 , [a]m2).

(á) Ïîñòðîèòü â ÿâíîì âèäå èçîìîðôèçì φ : Z/m → Z/pk1
1 ⊕ ... ⊕ Z/pkt

t è
îáðàòíûé ê íåìó èçîìîðôèçì ψ.

Çàäà÷à 4.6. (à) Äîêàæèòå äëÿ ëþáîãî m ∈ N ñóùåñòâóåò êîëüöî, ñîñòîÿùåå èç
m ýëåìåíòîâ.

(á) Ïðèâåäèòå ïðèìåðû íåèçîìîðôíûõ êîëåö, ñîñòîÿùèõ èç m = 4, 8, 12
ýëåìåíòîâ (ïî êðàéíåé ìåðå ïî òðè íåèçîìîðôíûõ êîëüöà äëÿ êàæäîãî m).
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